MECHANIKA KONSTRUKCIJI 1 sem. IV— kierunek Architektura Wnetrz — studia stacjonarne
Temat 2: Belki statycznie wyznaczalne z obciazeniem stalym

Typowe zadanie

Dane: nieprzesztywniona belka wielopodporowa (topologia oraz przesta dhugie 1 krotkie) *
obcigzenie Szukane: rozktad schodkowy belki * wykresy momentow zginajacych (M) od
obcigzen rownomiernych na poszczegdlnych przgstach (na jednym rysunku) * wykres
momentéow zginajacych i reakcji od obcigzenia réwnomiernego na calej belce * Dwie
konstrukcje dla obcigzenia na calej belce: (1) zelbetowa, lekka o zmiennej wysokosci 1 (2)
stalowa, kratowa o statej wysokosci, z rozcigganymi krzyzulcami

Podpory: to wiezy mocujace konstrukcje do otoczenia (ziemi, innej konstrukcji). Rozwazania
ograniczymy do podpér przegubowych: nieprzesuwnej i przesuwnej oraz podbory sztywnej
(utwierdzenia). Podpora nieprzesuwna (rysowana jako trojkat) odbiera mozliwo$¢ przesuwu w
dowolnym kierunku jednemu punktowi (czyli odbiera dwa stopnie swobody), a pozostawia
mozliwo$¢ obrotu wzgledem unieruchomionego punktu. Podpora przesuwna (trojkat
podkreslony) umozliwia przesuni¢cie w kierunku podkreslenia oraz obrét wokédt podpory, a
wyklucza przesuniecie w kierunku prostopadtym do podkreslenia (czyli odbiera jeden stopien
swobody). Podpora sztywna (oznaczenie: linia prostopadta do belki plus kreskowanie uko$ne do
tej linii) odbiera belce wszystkie ruchy, a wigc trzy stopnie swobody (dwa przesunigcia i obrot).
Dwie blisko siebie potozone podpory przegubowe mozna zastapi¢ jedng podpora sztywna.

Jak wiemy cialo sztywne na ptaszczyZnie ma trzy stopnie swobody. Do podparcia takiego ciala
wystarczajg zatem dwie podpory przegubowe: jedna przesuwna i druga nieprzesuwna. Przesuw,
ktory umozliwia podpora przesuwna winien by¢ skierowany w kierunku podpory nieprzesuwnej
(ktora taki - i wszelki inny - przesuw wyklucza). Konstrukcj¢ tak podparta nazwiemy konstrukcja
zewnetrznie  nieprzesztywniong  lub  zewnetrznie  statycznie = wyznaczalng. Do
nieprzesztywnionego podparcia ciala sztywnego wystarczy tez jedna podpora sztywna
(utwierdzenie)

Belka wielopodporowa nieprzesztywniona: jednogat¢ziowe drzewo zlozone z prostych,
poziomych pretéw, potaczonych ze sobg koncami przegubowo i opartych na podporach
przegubowych i/lub sztywnych (utwierdzonych). Pret to ciato dtugie i cienkie (oznaczenie: linia
ciggta). Podpora przegubowa moze by¢ nieprzesuwna (oznaczenie: trojkat) lub przesuwna
(oznaczenie: trojkat podkreslony w kierunku przesuwu). Obie podpory przegubowe
przytrzymuja belke w jednym punkcie, umozliwiajac obrot belki wzgledem podpory. Podpora
przesuwna umozliwia tez przesuw belki wzgledem podpory. Podpora ta uniemozliwia
przemieszczenie prostopadte do przesuwu, a wigc odbiera belce jeden stopien swobody. Podpora
nieprzesuwna wyklucza wszelkie przesunigcia, a wigc odbiera dwa stopnie swobody. Podpora
sztywna (oznaczenie: linia prostopadta do belki plus kreskowanie ukosne do tej linii) odbiera
belce wszystkie ruchy, a wiec trzy stopnie swobody (dwa przesuniecia i obrot). Dwie blisko
siebie potozone podpory przegubowe mozna zastgpi¢ jedng podporg sztywng. Belka
nieprzesztywniona (zwyczajowo nazywana statycznie wyznaczalng) ma minimalng liczbg
podpor, wystarczajaca do jej unieruchomienia. Dla jednego preta, ktory ma w ptaszczyznie trzy
stopnie swobody, potrzebne sa dwie podpory przegubowe - przesuwna i nieprzesuwna. Dla
prostego tancucha z dwoch pretow -trzy podpory przegubowe, w tym jedna nieprzesuwna. Dla
tancucha z trzech pretow - cztery podpory przegubowe, w tym jedna nieprzesuwna. Dla
fancucha z "n" pretow potrzeba i wystarcza "n+1" podpdr przegubowych, w tym jedna
nieprzesuwna. Standardowe, najprostsze, nieprzesztywnione belki wielopodporowe maja
podparte przegubowo oba konce 1 wszystkie przeguby taczace prety. Wszystkie inne belki, o tej
samej liczbie podpor co dana belka standardowa, mozna otrzymac¢ przemieszczajac lub nie, w
dowolnych kombinacjach, podpory belki standardowej. Podpore skrajng lewa mozna zostawi¢
lub przesuna¢ w prawo. Podpor¢ skrajng prawa mozna zostawi¢ lub przesuna¢ w lewo. Kazda




podpore wewnetrzng (stojaca w belce standardowej pod przegubem) mozna zostawié, przesungé
w lewo, lub przesunaé¢ w prawo. Podpory mozna przesuwac nie za daleko, tylko do najblizszego
odcinka belki. Metodg przesuwania mozna otrzymaé 4*3"? réznych belek na "n" podporach
przegubowych. W belkach tych pojawiajg si¢ trzy typy czesci: prety oparte na dwoch
podporach, a wigc nieruchome (stojaki) , prety oparte na jednej podporze, a wigc mogace si¢
wokot tej podpory obraca¢ (hustawki) oraz prety bez podpor, ktore sg catkowicie ruchome
(faczniki). Kazdy stojak jest samowystarczalny - nieruchomy. Kazda hustawka musi si¢ trzymac
(ale tylko jednym koncem) - wprost, lub za posrednictwem tancucha hustawek - doktadnie
jednego stojaka. Kazdy tacznik musi si¢ opiera¢ na obu koncach -wprost, lub za posrednictwem
fancucha hustawek - na stojakach. Kazde dwa stojaki muszg by¢ rozdzielone doktadnie jednym
facznikiem - wprost, lub za posrednictwem tancuchéw hustawek. Wymienione belki maja tylko
podpory przegubowe. Dodatkowe belki otrzymamy zastepujac stojaki, ktorych dwie podpory
przegubowe sg blisko siebie, podporami sztywnymi. Zastgpi¢ mozemy dowolnie wybrang liczbe
takich stojakow.

Topologia: powiagzania pretow, przegubow i podpor.

Geometria belki: w tym temacie bedziemy zaktadac, ze co drugie przgsto belki jest wyraznie
dluzsze. Umozliwia to narysowanie jednoznacznego wykresu momentow zginajacych dla
obcigzenia na catej belce. Przgstem jest odcinek migdzy dwiema sgsiednimi podporami i odcinek
miedzy swobodnym koncem belki a najblizsza podpora.

Obcigzenia: reprezentuja to wszystko (sity zewnetrzne), co wywotuje deformacje (zmiany
formy) konstrukcji. Rozpatrzymy tylko najczgéciej w praktyce spotykane typy obcigzen. Dla
belki poziome;j s3 to obcigzenia skierowane pionowo, poprzecznie do belki 1 zwrdcone do dotu -
wywotane grawitacja. Obcigzenia takie moga by¢: skupione (oznaczenie: strzatka skierowana do
dotu) lub roztozone réwnomiernie (oznaczenie: waski poziomy prostokat wypetniony matymi
strzatkami skierowanymi do dotu). Obcigzenie skupione reprezentuje ci¢zary o matych
wymiarach wobec wymiaréw belki (np. czlowiek na kladce lub samochod na moscie).
Obcigzenie roztozone réwnomiernie dziata na calej dtugosci belki lub jej dlugim fragmencie (np.
ciezar wlasny belki, cigzar warstwy $niegu). W tym temacie uwzglednimy tylko najbardziej
interesujacy praktycznie przypadek rownomiernego obcigzenia catej belki. Jednak w pierwszej
kolejnosci bedziemy obcigzaé po kolei pojedyncze przgsta, co umozliwia elementarng analize
pracy belki.

Schodkowy schemat belki: wynika wprost z topologii. Ujawnia on rolg¢ poszczegdlnych czeSci
belki i ich wspotdzialanie w przenoszeniu obcigzenia i rozchodzeniu si¢ zginania po belce.
Schemat topologiczny moze zawiera¢ trzy rodzaje pretow (pret rozcigga si¢ migdzy
przegubami), w zaleznos$ci od liczby podpor przegubowych potaczonych z danym pretem. Pret z
dwiema podporami (lub jedng podporg sztywng) nazwiemy stojakiem, pret z jedng podpora
nazwiemy hustawka, a pret bez podpor nazwiemy tacznikiem. Po usunigciu pretow - sasiadow
danego preta widaé, ze stojak jest nieruchomy, hustawka moze si¢ obraca¢ wokdt podpory (ma
jeden stopien swobody), a tagcznik ma oba konce ruchome (dwa stopnie swobody). Zatem stojak
nie opiera si¢ na swoich sgsiadach (ktorymi zawsze sg hustawki i/lub tgczniki), ale sgsiedzi
opierajg si¢ na nim. Hus§tawka opiera si¢ jednym koncem (tak by utraci¢ posiadany jeden stopien
swobody) na stojaku lub innej hustawce. Na koncu ciggu hustawek jest zawsze stojak. Ciag taki
dziata na zasadzie "podaj dalej", przy czym hustawki potozone blizej stojaka podpieraja
hustawki potozonej dalej. Lacznik opiera si¢ dwoma koncami (by utraci¢ dwa posiadane stopnie
swobody) na swoich sgsiadach, ktérymi mogg by¢ stojaki i/lub hustawki. Z powyzszego wynika,
ze w kazdym niepodpartym przegubie schematu topologicznego albo pret lewy opiera si¢ na
prawym, albo prawy na lewym. W schemacie schodkowym oddajemy to rysujac pret podparty
powyzej preta go podpierajacego 1 umieszcezajac miedzy nimi dodatkowa podporg przegubowa.
Podpor¢ taka nazwiemy wewnetrzng, gdyz laczy ona prety belki ze soba, w odrdéznieniu od



podpor danych na schemacie topologicznym, ktore tacza belke z jej otoczeniem, sa wigc
podporami zewnetrznymi. Podpory wewnetrzne tworzg stopnic w miejscach niepodpartych
przeguboéw. Drugi rodzaj stopni powstaje na zewnetrznych podporach przegubowych, w ktérych
belka jest ciggla (nie ma przegubu). W miejscach tych albo czgs$¢ na lewo od podpory trzyma si¢
czgsci na prawo, albo prawa trzyma si¢ lewej. Cze$¢ trzymajaca ma dwie podpory. W
przypadku stojaka sg to podpory zewnetrzne, a w przypadku hustawki jedna podpora jest
zewngtrzna a druga wewnetrzna. Czg$¢ trzymana nie ma zadnych podpdr. Na schemacie
schodkowym rysujemy jag powyzej czgsci trzymajacej, taczac obie czegsci linig pionowg. W
catosci schemat schodkowy tworzy gorzysty, tarasowy krajobraz: stojaki i dylatacje (tj.
wewnetrzne podpory sztywne 1 przegubowe z przegubem nad podporg) tworzg doliny, taczniki
tworza szczyty, a hustawki tworza zbocza. Polki tarasow sa dwoch typoéw: kladki i konary.
Kfadki opieraja si¢ na koncach na dwoch podporach przegubowych (zewnetrznych,
wewnetrznych lub mieszanych), a konary wystaja wspornikowo z kladek lub z podpor
utwierdzonych. Ktadka i wspornikowy konar to najprostsze topologicznie nieprzesztywnione
belki jakie mozna utworzy¢ z jednego preta. Zgodnie ze schematem schodkowym, z kladek i
konarow zbudowane sa wszystkie, dowolnie zlozone belki o wielu pretach, przegubach i
podporach.

Wykresy momentéow zginajacych (M): podaja dla ustalonego, nieruchomego obcigzenia
warto$ci momentu zginajacego na catej dtugosci belki, we wszystkich punktach. Wykres M
wystapi na tych zboczach schematu schodkowego, ktore sa obcigzone i/lub majg obcigzony
wierzchotek. Na danym zboczu wykres M rozcigga si¢ - i od tego miejsca zaczynamy go
rysowa¢ - 0d poczatku najwyzej polozonego, obcigzonego przesta do konca doliny. Wykres
tworzy ciagla (bez skokow) linie tamang, z kantami na podporach zewnetrznych (czyli na
koncach przeset), prosta w przestach nie obcigzonych 1 krzywa (drugiego stopnia, wypukla do
dotu) w przgstach obciazonych, z zerami w przegubach. Wykres rysujemy po rozcigganej stronie
belki. Jesli zaczyna si¢ on na kladce, to jest symetryczng krzywa, potozong u dotu ktadki z
zerami na koncach. Jesli zaczyna si¢ na konarze, to lezy na goérze konara, a jego krzywa rosnie
od zera na swobodnym koncu, bedac tam styczng do belki, do wartosci maksymalnej na drugim
koncu. Jesli wykres zaczyna si¢ na przgsle ztozonym z kladki opartej na konarze, to krzywa
wykresu znajduje si¢ na dole ktadki 1 na gorze konara. Podobnie jest w przypadku przesta
ztozonego z ktadki opartej na dwdch konarach: krzywa wykresu jest ponizej ktadki 1 powyzej
konarow. Potozenie wykresu (gora lub dot belki) w przestach znajdujacych si¢ ponizej
najwyzszego obcigzonego przesta na schemacie schodkowym wynika z cigglosci wykresu:
koniecznosci przechodzenia przez zero w przegubach oraz mozliwosci zalamywania si¢ na
przegubowych podporach zewnetrznych. Wykresy na czgsciach oddzielonych od siebie
dylatacjami sg od siebie niezalezne, ale umieszczamy je na jednym rysunku. Elementarne wykresy
momentéw otrzymujemy obcigzajac na calej dtugosci pojedyncze przegsta. Wykresy te mozna
jednoznacznie (co do formy, nie wartosci liczbowych) skonstruowa¢ na podstawie samej
topologii belki, bez znajomos$ci dtugosci poszczegolnych czesci belki. Wykresy momentoéw dla
obcigzen ztozonych, rozciggnietych na wigcej niz jedno przgsto, sg sumg wykresow
elementarnych od obcigzen w poszczegodlnych przestach. Ksztalt wykresu sumarycznego jest
jednoznaczny w danym przesle, gdy wykresy sktadowe lezg po tej samej stronie belki. Dzieje si¢
tak w przypadku obcigzen potozonych na co drugim przesle. Wykresy momentow wywotlane
obcigzeniami przesel sasiednich lezg w niektorych przestach po przeciwnych stronach, jeden na
gorze a drugi na dole. Wykresy te rywalizuja ze sobg, odejmujg si¢ od siebie, co utrudnia
okreslenie potozenia wykresu sumarycznego. Trudnos$ci tej unikamy zaktadajac, ze co drugie
przesto jest duzo dtuzsze od swoich sgsiadow. Sumaryczny wykres momentow lezy wtedy po tej
stronie, po ktorej lezg wykresy elementarne pochodzace od obcigzen przeset dlugich. Dzieje si¢
tak, gdyz w przypadku obcigzenia cigglego warto$¢ momentu rosnie jak kwadrat dtugosci
przesta, a wiec np. dwukrotne wydtuzenie przesta powoduje czterokrotny wzrost momentu.



Reakcje podpor (R): mozna odczyta¢ z wykresu momentdow (M) nad podporami. Zwykle
wykres M na podporze ma kant. Reakcja podpory, dziatajaca na belke, jest skierowana w strong
ostrza kantu i jest tym wigksza, im kant jest ostrzejszy. Brak kantu oznacza brak reakcji. Nas w
obecnym temacie interesuje zwrot reakcji, a nie jej wielko$¢. Reakcja skierowane do dotu
oznacza odrywanie do gory belki od podpory. Sygnalizuje to konieczno$¢ takiego zwigzania
belki z podpora, by odrywanie nie wystapito.

Konstrukcje: wynikajg bezposrednio z wykresu momentoéw dla danego obcigzenia. Mozliwe sg
rozliczne konstrukcje z rozmaitych materiatow. Rozwazymy dwa rodzaje konstrukcji.
Konstrukcja petnoscienna, lekka zelbetowa ma ptaskg gore (tak si¢ umawiamy, rownie dobrze
moze by¢ ptaski dot) i rzezbiony dot, tak by grubos$¢ belki zmieniala si¢ jak grubo$¢ wykresu
momentow zginajacych. W miejscach zerowych wykresu momentu nie bedacych przegubami,
grubos¢ belki jest mata, ale niezerowa, po to by zapewni¢ belce niezmienno$¢ geometryczng i
przenies¢ sity poprzeczne ($cinajace). Belke betonowa zbroimy na zginanie pretami stalowymi
wzdhuz krawedzi rozciaganej, lezacej po tej samej stronie co wykres momentow. W poprzek
zbrojenia rysujemy krotkie, faliste rysy w betonie. Na podporach odrywanych od belki rysujemy
poprzeczng kotew w ksztalcie dwuteownika. Druga konstrukcja to krata stalowa o stalej
grubosci, rozcigganych krzyzulcach, $ciskanych stupkach i $ciskanych badz rozcigganych pasach
dolnym 1 gornym. Pasy to poziome elementy belki. Stupki sa prostopadle do paséw i
rozmieszczone w odlegtosciach réwnych odleglosci pasow, tworzac kwadratowe pola.
Krzyzulce tworza przekatne kwadratéw. Przekatne te moga by¢ pochylone w lewo lub w prawo.
Krzyzulce stalowe sa cienkie 1 wiotkie, podatne na wyboczenie przy $ciskaniu, a wigc lepsze
jest pochylenie prowadzace do rozciggania krzyzulcow. Krzyzulce pochylone tak jak wykres
momentdéw s3g rozciggane. Na rysunku kraty elementy rozciggane oznaczamy linig pojedyncza
(jako cienkie), a Sciskane podwojng (jako grubsze ze wzgledu na zagrozenie wyboczeniem).
Krzyzulce dobralismy tak, by byly rozciagane (linia pojedyncza). Z rownowagi sil pionowych w
weztach wynika, ze stupki muszg by¢ Sciskane (np. wezet na pasie gornym jest ciggniety do dotu
przez krzyzulec, a wigc musi on by¢ pchany do gory przez Sciskany shupek). Pasy lezace po
stronie wykresu momentow sg rozciggane (linia pojedyncza), a po stronie przeciwnej $ciskane
(linia podwadjna). Obcigzenie kraty przyktadamy do jej wezldw, a nie migdzy nimi, by unikna¢
zginania pasow.



