MECHANIKA KONSTRUKCIJI 1 sem. IV — kierunek Architektura Wngtrz — studia stacjonarne
Temat 1: Konstruowanie i podpieranie plaskich ukladow statycznie wyznaczalnych

Zadanie:

Czesé I: zesztywnianie

Zesztywnié (catkowicie lub czesciowo, zgodnie z poleceniem zadania) uktad ptaski metoda
triangularyzacji, minimalng liczg wiezéw zesztywniajacych . Ponumerowac¢ wprowadzane wigzy
zesztywniajace w kolejnosci ich dodawania. Poda¢ liczb¢ dodanych wiezow zesztywniajacych

(2).

Czesé 11: podpieranie

Odebra¢ wszystkie stopnie swobody uktadu, otrzymanego w czgsci I, podpierajac go wskazang
metoda, tak aby stat si¢ sztywny (geometrycznie i chwilowo geometrycznie niezmienny) ale nie
przesztywniony (pozostal zewnetrznie statycznie wyznaczalny). Ponumerowa¢ wprowadzane
wiezy podpierajace w kolejno$ci ich umieszczania. Pokaza¢ linie konstrukcyjne dowodzace
prawidlowosci rozmieszczenia wiezow. Podaé liczbe dodanych wiezéw podpierajacych (p).
Poda¢ catkowita liczbe stopni swobody uktadu wyj$ciowego (czyli sume liczb dodanych wigzow
zesztywniajacych i podpierajacych css=z+p).

Uklad plaski:

Zestaw sztywnych, plaskich elementéw potaczonych przegubami, lezacych i1 (ewentualnie)
poruszajacych si¢ w plaszczyznie. Uklad plaski moze by¢ jako calo$¢ sztywny lub niesztywny
(deformacyjny), w zaleznosci od mapy potaczen jego elementow.

Element sztywny:

Ma staly, niezmienny ksztalt. Mozna go przesuwac i obraca¢ tylko jako calo$¢; sa to ruchy w
plaszczyznie uktadu ptaskiego. Przyklady: pret — oznaczony linig ciagly (prosty, krzywy,
rozgaleziony, otwarty, zamknigty -pierScien), obszar — o0znaczony polem zakreskowanym
(kwadrat, koto, elipsa, nieregularny, wypukty, wklesty, bez dziur, dziurawy ).

Przegub: tacznik (oznaczany malym okr¢giem) migdzy dwoma elementami. Przegub nie
pozwala elementom odsunaé¢ si¢ od siebie, ale zezwala na ich wzajemny obrot, w dowolng
stron¢ w plaszczyznie, w ktorej leza elementy. Na przyktad palec rgki ma dwa przeguby i jest
potaczony trzecim przegubem z dlonig. Przegubem jest zawias w drzwiach. Klamka jest
potaczona z drzwiami przegubowo. Przegub nazywamy wielokrotnym, gdy laczy wiecej niz dwa
elementy. Dowolne dwa elementy sg wtedy ze soba potaczone przegubowo, to jest moga si¢
wzgledem siebie obracac.

Uklad sztywny:

Elementy sztywne potaczone ze sobg sztywno (bez przegubow) sa sztywne. Przyktady: prety
polaczone z pretami, obszary polaczone z obszarami, prety polaczone z obszarami. Niektore
uktady elementéw sztywnych potaczonych przegubowo tez stanowia sztywna calos¢ (uktad
sztywny) 1 te beda nas interesowac jako konstrukcje budowlane. Przyklad podstawowy to trojkat:
trzy przeguby nie lezace na jednej prostej, potaczone w zamknigty obwdd trzema sztywnymi
elementami. Potozenie, wielkos$¢ 1 ksztalt trojkata przegubow oraz ksztatt elementow migdzy
przegubami nie sa istotne, mozna je zmienia¢, a uktad pozostanie sztywny. Prosta ogolna
metoda (nie jedyna) budowy sztywnych uktadéw z potgczonych przegubowo elementéw polega
na tworzeniu kolejnych trojkatow. W kazdym kroku stworzona w poprzednim kroku konstrukcja
stanowi jeden bok tworzonego trdjkata. Ostateczna konstrukcja sktada si¢ z samych trojkatow
(krata tréjkatna). Usunigcie przegubu z ukladu sztywnego daje uktad sztywny. Jesli z trojkata
usuniemy jeden, dwa lub trzy przeguby, to w kazdym przypadku bgdzie on sztywny.

Czesé I: zesztywnianie



Uklad deformacyjny (niesztywny), wiezy i deformacyjne stopnie swobody (dss):

Uktad potamany przegubami, w ktérym niektore elementy mozna przemiesci¢ wzgledem innych
tak, by ksztalt (forma) uktadu zmienita si¢ (zdeformowata). Przyktad: nozyce (dwa sztywne
elementy polaczone przegubem) nie majg statej formy, nie sg sztywne - mozna je rozwierac i
zwiera¢. Liczba deformacyjnych stopni swobody uktadu okresla na ile sposobéw mozna uktad
zdeformowac. Przyktad: nozyce majg jeden deformacyjny stopien swobody (zmiana kata miedzy
ostrzami). Aby ustali¢ ile dany uktad ma deformacyjnych stopni swobody przeguby ukiadu
taczymy dodatkowymi sztywnymi elementami - wigzami (oznaczenie - linia przerywana), dopoki
nie otrzymamy sztywnego uktadu. Wiez dodajemy tak, by stat si¢ on jednym z trzech ogniw
trojkata. Tak dodany wiez odbiera uktadowi jeden deformacyjny stopien swobody, a stworzony
trojkat jest sztywny. Jesli uktad z dodanym wigzem nie jest jeszcze catkowicie sztywny, dodajemy
nastepny wigz. W momencie otrzymania sztywnej kraty trojkatnej konczymy dodawanie wiezow.
Ich liczba jest liczbg deformacyjnych stopni swobody wyjsciowego uktadu. Taka metoda liczenia
deformacyjnych stopni swobody polega na postepujacej triangularyzacji (tworzeniu trdjkatow)
az do otrzymania ciala sztywnego, dla ktéorego dss=0 i liczeniu dodanych wigzoéw
zesztywniajacych. Uktady deformacyjne beda zesztywniane catkowicie do ciata sztywnego, czyli
do usuniecia wszystkich deformacyjnych stopni swobody (czes¢ [ zadania) i nastgpnie
podpierane (czes¢ II zadania) albo zesztywniane czesciowo do uktadu deformacyjnego o
mnigjszej liczbie deformacyjnych stopni swobody niz uktad wyjsciowy (czes¢ I zadania) |
nastepnie podpierane (czesé II zadania).

Rodzaje ukladow deformacyjnych i liczba ich stopni swobody (dss):

Drzewa jednogal¢ziowe (nastepny element przyczepiony przegubem do poprzedniego) lub
wielogateziowe (z

elementu poprzedniego moze wychodzi¢ wiecej niz jeden elementéw nastgpnych, potaczonych z
poprzednim

przegubowo).

Dwa elementy potaczone przegubem majg 1 dss (obrot jednego elementu wzgledem drugiego).
Aby uzyskac

ciato sztywne ten jeden dss odbieramy za pomocg jednego wigzu (na ktérego koncach dodajemy
przeguby)

tworzac trojkat.

Trzy elementy (trzeci przyczepiony do drzewa dwuelementowego) maja 2 dss i potrzebne sg
dwa wigzy aby

catkowicie zesztywni¢ uktad. Pierwszy wiez tworzy trojkat z dowolnych dwoch sasiednich
elementow drzewa i

przeksztalca trojelementowe drzewo w drzewo o dwoch elementach. Drugi wiez triangularyzuje
to drzewo.

Cztery elementy (czwarty przyczepiony do drzewa trojelementowego) maja 3 dss.

Drzewo o (n) elementach ma (n-1) dss

Pierscienie (drzewa jednogaleziowe zamkniete - ostatni element taczy si¢ z pierwszym).

Trojkat (pierscien trzech elementéw sztywnych potaczonych trzema przegubami tworzgcymi
forme trojkata) jest

sztywny - ma 0 dss. Jesli trzy przeguby lezg na jednej prostej, to uktad jest niesztywny (tzw.
chwilowo

geometrycznie zmienny, nie nadajacy si¢ na konstrukcje budowlang).

Czworokat (pierScien czterech elementow potaczonych czterema przegubami) ma 1 dss (np.
kwadrat deformuje

si¢ do postaci rombu). Dodanie jednego wigzu (np. po przekatnej kwadratu) przeksztalca
czworokat w sztywna

krate ztozong z dwoch trojkatow.

Pieciokat ma 2 dss. Jeden wiez przeksztalca go w czworokat, a nastgpny wiez w trojkatng krate.
(n)-kgt ma (n-3) deformacyjne stopnie swobody




Uwagi ogolne odnosnie zesztywniania i liczby deformacyjnych stopni swobody:

Liczba deformacyjnych stopni swobody danego uktadu jest okreslona jednoznacznie. Minimalna
liczba wiezéw wystarczajaca do catkowitego zesztywnienia uktadu (do uktadu o dss=0) jest
rowna liczbie deformacyjnych stopni swobody, a zatem tez jest okreslona jednoznacznie.
Rozmieszczenie wigzOw jest niejednoznaczne: dany uklad mozna zesztywnia¢ wigzami na
mnostwo sposobOéw, mozna tez wigzy rozmieszcza¢ w réznej kolejnosci. Minimalna liczba
wiezOw potrzebna i wystarczajaca do calkowitego zesztywnienia jest jednak ustalona i rowna dss.
Mniej wiezOw niz wynosi liczba deformacyjnych stopni swobody nie zezwoli nigdy na catkowite
zesztywnienie uktadu. Z drugiej strony wiezy o liczbie rownej dss (a takze wigkszej) moga by¢
umieszczone wadliwie: w cze$ci uktadu moze by¢ ich za duzo (konstrukcja przesztywniona), a w
innej czesSci za mato (uklad niesztywny). Wazna jest liczba i rozkltad wigzow. Wazna jest
konfiguracja przegubow i fakt ich potaczenia lub nie. Ksztalt elementow taczacych nie ma
znaczenia. Pojecia drzewa i pierScienia (trojkata, czworokata, itd.) odnosi si¢ do rozmieszczenia
i sposobu potaczenia przegubow, a nie do ksztaltu tgcznikow. Dla ulatwienia analizy liczby
deformacyjnych stopni mozna, zostawiajac przeguby tam gdzie byty, zastapi¢ wszystkie taczniki
prostymi odcinkami. Otrzymany uktad prostych elementéw ma tyle samo deformacyjnych stopni
swobody co uktad wyjsciowy, z elementami o skomplikowanych ksztaltach.

Czesé II: podpieranie

Calkowita liczba stopni swobody (css) = liczba deformacyjnych stopni swobody (dss) + 3
(liczba sztywnych ruchéw sztywnego ciata na ptaszczyznie - 2 przesunigcia i 1 obrot). Czyli css
=dss + 3.

Podpieranie: taczenie uktadu z jego otoczeniem, za pomoca wigzéw podpierajacych. Sa one
podobne do wiezow zesztywniajacych - maja przeguby na obu koncach, przy czym jeden koniec
przyczepiony jest do ukltadu a drugi do otoczenia (otoczeniem jest to czego konstrukcja sig¢
trzyma, na czym stoi lub wisi). Liczbe wigzéw podpierajacych oznaczymy przez (p). W
konstrukcji geometrycznie niezmiennej (nieruchomej), ale nie przesztywnionej zewngtrznie
(statycznie wyznaczalnej zewngtrznie, podpartej na minimalnej liczbie podpdr) jest tyle wigzow
podporowych, ile wynosi catkowita liczba stopni swobody ukladu otrzymanego po
zesztywnianiu: p = css uktadu po zesztywnianiu = (dss uktadu po zesztywnianiu) + 3.

Przy mniejszej liczbie podpdr uktad jest geometrycznie zmienny, ruchomy. Przy wigksze;j
liczbie podpdr uklad jest zewnetrznie (tj. co do podparcia) przesztywniony, czyli statycznie
niewyznaczalny. Zaleta uktadow podpartych bez przesztywnienia jest dopasowywanie si¢ bez
oporu i zniszczenia konstrukcji do niejednakowo przemieszczajacych si¢ podpor (osiadanie
gruntu, trzesienia ziemi, szkody gornicze). Rozwazymy szczegdélowo rozne sposoby
nieprzesztywnionego podparcia pojedynczej bryly, drzewa o 2 ogniwach (brylach) i pierscienia o
4 ogniwach (uktady o css=3 i css=4); nazwijmy te uktady podstawowymi. W uktadach o wigksze;j
liczbie stopni swobody mozliwe jest wyszukanie podukladu podstawowego, podparcie go
metoda znang dla uktadu podstawowego, 1 odebranie pozostatych jeszcze stopni swobody
(obrotow) pojedynczymi wiezami podporowymi, poczynajac od elementéw najblizszych
poduktadowi podstawowemu.

Metody podparcia trzech stopni swobody - podparcie sztywnej bryly (bryta ma 3 sztywne
ruchy do odebrania). Ruchy te odbieramy trzema wigzami podpierajacymi (p=3). Kierunki
wiezOw nie moga by¢ do siebie rownolegle (uktad by si¢ przesuwal prostopadle do tych
kierunkéw). Nie moga si¢ tez przecina¢ w jednym punkcie (uktad by si¢ obracat wokot tego
punktu). Kierunkiem wigzu jest kierunek prostej taczacej przeguby. Kierunki prawie rownolegte
lub przecinajace si¢ prawie w jednym punkcie sg takze zte. Jesli 3 wigzy majg wspolny przegub,
to obrot wokot tego przegubu moze by¢ duzy. Jesli 3 wigzy maja tylko wspolny punkt przecigcia
kierunkéw, a nie wspolny przegub, to wokot tego punktu moze nastgpi¢ maty obrét. Punkt taki
nazywamy chwilowym s$rodkiem obrotu. Ukftad, ktéry moze si¢ obroci¢ o maty kat lub
nieznacznie przesung¢ nazywamy chwilowo geometrycznie zmiennym. Uktad, ktory moze si¢
znacznie obréci¢ lub przesungé nazywamy geometrycznie zmiennym. Uklady geometrycznie




zmienne i chwilowo geometrycznie zmienne zwykle nie nadajg si¢ na budowle.

metoda 3=(1+1+1), w ktorej trzy wigzy przyczepione sg do uktadu w trzech r6znych punktach.
Umieszczamy dwa pierwsze wigzy dowolnie, ale nie na jednej linii, mozliwie daleko od siebie.
Trzeci wigz kierujemy jak najdalej od punktu przecigcia si¢ kierunkow dwoéch pierwszych
wiezow. Jesli dwa pierwsze wiezy sa do siebie rownolegle, to ich punkt przecigcia lezy w
nieskonczonosci, a kierunek trzeciego wigzu winien by¢ prostopadly do kierunku dwoéch
pierwszych wigzow.

metoda 3=(2+1), w ktorej dwa wiezy przyczepione sg do uktadu wspolnym przegubem. Trzeci
wigz przyczepiamy i kierujemy jak najdalej od tego przegubu.

Metody podparcia czterech stopni swobody - drzewa o dwoch ogniwach lub pierscienia o
czterech

ogniwach (dss=1, p=css=dss+3=4):

Metoda 4=(3+1): podpieramy jedno ogniwo znang juz metodg 3 (ktéras z jej dwoch podmetod).
Ogniwo to staje

si¢ nieruchome. Ogniwo sgsiednie moze si¢ obraca¢ wzglgdem ogniwa juz podpartego. Obrot
ten eliminujemy

wiezem skierowanym jak najdalej od przegubu taczacego rozwazane dwa ogniwa.

Metoda 4=(2+2): dwa sasiednie ogniwa podpieramy parami wigzéw. Trzy punkty musza
stanowi¢ trojkat (nie

moga leze¢ na jednej prostej): przegub taczacy dwa ogniwa, punkt przeciecia kierunkow jednej
pary wigzow i

punkt przeciecia kierunkow drugiej pary. Jesli te punkty leza (lub prawie lezg) na jednej prostej,
uktad jest

chwilowo geometrycznie zmienny - przegub laczacy ogniwa moze si¢ troch¢ przesungé
prostopadle do

wspomniane] prostej. Metoda 2+2 daje bardziej symetryczny rozktad podpor niz metoda 3+1.
Wspomniany

trojkat winien by¢ jak najwigkszy i mozliwie najblizszy trojkata rownobocznego.

Metody podparcia ukladu o pieciu i wiecej stopniach swobody.

Podpieramy w sposéb omowiony powyzej podukiad podstawowy o 3 lub 4(2+2) stopniach
swobody. Pozostate stopnie potraktujemy jako obroty (+1), eliminowane kolejno pojedynczymi
wigzami podporowymi. Najpierw eliminujemy obrot elementu polaczonego przegubem
bezposrednio z uktadem podstawowym. Potem kolejnym wigzem wykluczamy obrét elementu
przyczepionego przegubowo do uktadu podpartego w kroku poprzednim, itd., rozbudowujac
unieruchomiong bryte. W przypadku drzewa lub pierscienia o 5 stopniach swobody otrzymamy
w ten sposob metody: (1+1+1)+1+1, (2+1)+1+1 oraz (2+2)+1, gdzie liczby w nawiasach odnosza
si¢ do poduktadu podstawowego, a jedynki poza nawiasem odnoszg si¢ do wiezow eliminujacych
obroty. Podpieranie tymi metodami polega na powigkszaniu jednej unieruchomionej bryty, przez
podpieranie elementow sasiadujacych z bryla. Postepowanie takie jest skuteczne, proste i
bezpieczne. Ztozony uklad o wielu stopniach swobody mozna podeprze¢ wieloma innymi
sposobami, r6znymi od podanych, ale sg one trudniejsze do analizy, zwlaszcza gdy kolejne
wiezy sg dodawane do odleglych od siebie elementow.

Zasada tréjkata. Elementarng sztywng, nieruchomag forma jest trojkat: trzy przeguby, nie
lezace na jednej linii, pofaczone w pierscien trzema sztywnymi elementami, z ktorych jeden jest
nieruchomy. Forme t¢ odnajdziemy w wielu konstrukcjach omoéwionych powyzej, cho¢ czasem
niektore sktadniki trojkata moga nie by¢ widoczne wprost. W przypadku drzewa z dwoch
elementéow (lub wigzoéw) zamocowanych przegubowo do podioza, trzecim elementem jest
podtoze. Podloze jest nieruchome z definicji, a calo$¢ jest nieruchoma dzieki formie trojkata.
Ogolnie, podiozem jest dowolna nieruchoma czegs¢ konstrukcji. Zatem w miarg podpierania
uktadu podtoze rozbudowuje si¢. Czasem role przegubu laczacego element z podtozem (i
jednego z trzech przegubow w trojkacie) pelni chwilowy $rodek obrotu elementu. Chwilowy
srodek umozliwia tylko maty obrot, czym rozni si¢ od przegubu, umozliwiajacego duze obroty.




Ponadto chwilowy $rodek obrotu moze leze¢ wszedzie: wewnatrz, na brzegu i na zewnatrz
elementu. Chwilowy $rodek obrotu elementu podpartego dwoma wiezami lezy w punkcie
przecigcia linii tych wigzow. Chwilowy $rodek obrotu elementu $lizgajacego si¢ po dwoch
nieréwnoleglych $cianach (kierunek ruchu dwoéch punktow elementu jest znany) lezy na
przecigciu prostych prostopadtych do tych $cian (i prostopadtych do kierunkéw ruchu dwoch
punktow). Jezeli element ma tylko jeden stopien swobody, odbierajac go jednym wigzem
tworzymy trojkat (element, wigz i podtoze to trzy sztywne czgsci trojkata). Podpierajac pierscien
majacy n elementow sposobami opisanymi powyzej tez tworzymy ostatecznie trojkat. Dwa
elementy trojkata nie maja wigzé6w podporowych, a trzecim elementem jest podtoze, zlozone z
podpartego tancucha pozostatych (n-2) elementow pierscienia. Aby powstat tu trojkat, przeguby
dwoéch niepodpartych elementow nie mogg leze¢ na linii prostej. Wymaga to odpowiedniego
podzialu pierScienia na podparte drzewo jednogateziowe (n-2) elementéw i pozostate dwa
elementy niepodparte.



